Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2011

2011/1. A sik minden racspontjat kifestjiik pirosra vagy kékre. Bizonyitsuk
be, hogy van a racspontoknak végtelen, egyszind, centralszimmetrikus részhalma-
za.

2011/2. Az a,b, c,d valos szamokra a+b-+c+d = 6 és a®> +0* +* +d* = 12.
Igazoljuk, hogy

36 <4(a®++S+d) — (¢t +0 +ct +db) <48

2011/3. Aladar es Balambér egy nagyon okos testvérpéar. Zsuga professzor
egy kisérletet végez veliik. Leiilteti a testvérpart két kiilonbozé szobdban, majd
megkever egy 52 lapos kartyat és a lapokat sorban leteszi Aladar elé egy asz-
talra, sziniikkel felfele. Aladar egy lépése abbol all, hogy megnevez két lapot
és megmondja, hogy kozottiik hany kirtya van. A professzor ezt az informéci-
6t tovabbitja Balambérnak. A cél az, hogy Balambér a lehets legkevesebb lépés
utan meg tudja mondani az 52 kartya sorrendjét. (Az kozombos, hogy balrol
jobbra, vagy jobbrol balra vannak ebben a sorrendben.) Mennyi ez a minimalis
lépésszam?

2011/4. Mely pozitiv egész n esetén lehet az 1,2,...,n szamokat olyan sorrend-
ben leirni, hogy véve barmely néhany —legalabb 2— egymast kovets szamot, azok
atlaga ne legyen egész.

2011/5. Az ABC haromszog sikjaban levé P pontra APB/ = BPC/ =
CPAZ = 120°. Igazoljuk, hogy az AP, BP, C'P egyenesek tiikorképei rendre a
BC.,CA, AB egyenesekre egy ponton mennek &t.

2011/6. Legyenck a és b egészek, P(z) = ax® + bx. Egy tetszdleges pozitiv
egész n esetén azt mondjuk, hogy az (a;b) par n—jo, ha n|(P(m) — P(k)-bol
kovetkezik, hogy n|m — k, minden m,k egészre, Az (a;b) péart nagyon jonak
nevezziik, ha végtelen sok pozitiv egész n-re n—jo.

(a) Adjunk megy egy (a;b) part, amely 51-j6, de nem nagyon jo.

(b) Igazoljuk, hogy minden 2010-j6 par nagyon jo.



